
数理科学与大数据本科生2021-2022学年第二学期“数学分析II”期末考试试卷

（A卷）参考解答

一、(15分) 设函数𝑓(𝑥)在(−∞,+∞)上连续可微，𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥2 + 𝑦2). 证明：

𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0.

证 记𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2, 由链式法则，有

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑓 ′(𝑟) · 𝜕𝑟

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑓 ′(𝑟),

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑓 ′(𝑟) · 𝜕𝑟

𝜕𝑦
= 2𝑦𝑓 ′(𝑟).

因此，

𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑦 · 2𝑥𝑓 ′(𝑟)− 𝑥 · 2𝑦𝑓 ′(𝑟) = 0.

�

二、(15分) 求积分

∫︁ e3

1

ln𝑥

𝑥
√
1 + ln 𝑥

d𝑥.

解 由换元积分法，有 ∫︁ e3

1

ln𝑥

𝑥
√
1 + ln 𝑥

d𝑥

=

∫︁ e3

1

ln𝑥√
1 + ln 𝑥

d(ln𝑥)

=

∫︁ 3

0

𝑡√
1 + 𝑡

d𝑡 (𝑡 = ln𝑥)

=

∫︁ 2

1

𝑢2 − 1

𝑢
d(𝑢2 − 1) (𝑢 =

√
1 + 𝑡)

=

∫︁ 2

1

(2𝑢2 − 2)d𝑢

=

(︂
2

3
𝑢3 − 2𝑢

)︂ ⃒⃒⃒⃒2
1

=
4

3
−

(︂
−4

3

)︂
=

8

3
.

�

三、(15分) 设𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩
𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0),

0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0).

证明：𝑓(𝑥, 𝑦)在原点(0, 0)处连续且两个偏

导数都存在，但𝑓(𝑥, 𝑦)在(0, 0)点不可微.
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证 由极坐标变换，有

0 6

⃒⃒⃒⃒
𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑟2 cos2 𝜃 · 𝑟 sin 𝜃

𝑟2

⃒⃒⃒⃒
6 𝑟 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2.

由两边夹定理知lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0. 又𝑓(0, 0) = 0, 故由二元函数在一点处连续的定义知𝑓(𝑥, 𝑦)在

原点(0, 0)处连续.

按偏导数的定义，由

lim
Δ𝑥→0

𝑓(Δ𝑥, 0)− 𝑓(0, 0)

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0

0

Δ𝑥
= 0,

lim
Δ𝑦→0

𝑓(0,Δ𝑦)− 𝑓(0, 0)

Δ𝑦
= lim

Δ𝑦→0

0

Δ𝑦
= 0,

得
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0, 0) =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0, 0) = 0.

下面用反证法证明𝑓(𝑥, 𝑦)在(0, 0)点不可微. 反证. 若不然，则𝑓(𝑥, 𝑦)在(0, 0)点可微. 由可

微性的定义，结合
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0, 0) =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0, 0) = 0, 即知当

√︀
𝑥2 + 𝑦2 → 0时，有

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(0, 0) = 𝑜
(︁√︀

𝑥2 + 𝑦2
)︁
,

也即

lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑥2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

= 0.

但当𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑥 = 𝑦时，有
𝑥2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

=
1

2
3
2

,与lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑥2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

= 0矛盾！故𝑓(𝑥, 𝑦)在(0, 0)点

不可微. �

四、(15分) 计算三重积分 ∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝑧2d𝑥d𝑦d𝑧,

其中𝑉 :

{︃
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 𝑎2,

𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 𝑎)2 6 𝑎2,
𝑎 > 0.

解 在球坐标变换下，𝑉表示为

𝑉 ′ =
{︁
(𝑟, 𝜙, 𝜃)

⃒⃒
0 6 𝑟 6 𝑎, 0 6 𝜃 6 2𝜋, 0 6 𝜙 6 arccos

𝑟

2𝑎

}︁
.
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于是有 ∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝑧2d𝑥d𝑦d𝑧

=

∫︁∫︁∫︁
𝑉 ′

𝑟2 cos2 𝜙 · 𝑟2 sin𝜙d𝑟d𝜙d𝜃

=

∫︁ 2𝜋

0

d𝜃

∫︁ 𝑎

0

𝑟4d𝑟

∫︁ arccos 𝑟
2𝑎

0

cos2 𝜙 sin𝜙d𝜙

= 2𝜋

∫︁ 𝑎

0

𝑟4 ·
(︂
−1

3
cos3 𝜙

)︂ ⃒⃒⃒⃒arccos 𝑟
2𝑎

0

d𝑟

=
2

3
𝜋

∫︁ 𝑎

0

𝑟4 ·
(︂
1− 𝑟3

8𝑎3

)︂
d𝑟

=
2

3
𝜋

(︂
1

5
𝑟5 − 1

64𝑎3
𝑟8
)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑎

0

=
2

3
𝜋

(︂
1

5
𝑎5 − 1

64
𝑎5
)︂

=
59

480
𝜋𝑎5.

�

注 也可以将三重积分化为累次积分进行计算或者用柱坐标变换来计算.

五、(15分) 求函数𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧在条件
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

1

𝑎
(𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0, 𝑎 > 0)下的极

值.

解 拉格朗日函数为

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧 + 𝜆

(︂
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
− 1

𝑎

)︂
.

由拉格朗日乘子法得方程组 ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑦𝑧 − 𝜆

𝑥2 = 0,

𝑥𝑧 − 𝜆
𝑦2

= 0,

𝑥𝑦 − 𝜆
𝑧2

= 0,
1
𝑥
+ 1

𝑦
+ 1

𝑧
− 1

𝑎
= 0.

由前三个方程得

𝜆 = 𝑥2𝑦𝑧 = 𝑥𝑦2𝑧 = 𝑥𝑦𝑧2,

故𝑥 = 𝑦 = 𝑧. 再结合最后一个方程解得𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 3𝑎. 因此，(3𝑎, 3𝑎, 3𝑎)是唯一的条件临界

点. 由均值不等式，在条件
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

1

𝑎
(𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0, 𝑎 > 0)下，有

3
√
𝑥𝑦𝑧 >

3
1
𝑥
+ 1

𝑦
+ 1

𝑧

= 3𝑎.
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故

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧 > 27𝑎3 = 𝑓(3𝑎, 3𝑎, 3𝑎).

由此可见(3𝑎, 3𝑎, 3𝑎)是𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)的最小值点，从而(3𝑎, 3𝑎, 3𝑎)是𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)的条件极小值点，条

件极小值是27𝑎3. �

六、(15分) 设函数𝑓(𝑥)在(−∞,+∞)上连续，且𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡在(−∞,+∞)上单调递

减. 证明：𝑓(𝑥) ≡ 0.

证 记𝐹 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡, 由微积分基本定理知𝐹 (𝑥)是𝑓(𝑥)在(−∞,+∞)上的一个原函数.

令𝐺(𝑥) =
1

2
𝐹 2(𝑥), 则

𝐺′(𝑥) = 𝐹 (𝑥) · 𝐹 ′(𝑥) = 𝐹 (𝑥)𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥).

因为𝑔(𝑥)在(−∞,+∞)上单调递减，所以𝐺(𝑥)是(−∞,+∞)上的上凸函数. 因此，任意取定实

数𝑥0, 对任意实数𝑥, 有

𝐺(𝑥) 6 𝐺′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0) +𝐺(𝑥0) = 𝑔(𝑥0)(𝑥− 𝑥0) +𝐺(𝑥0).

若𝑔(𝑥0) > 0, 则由上式可得 lim
𝑥→−∞

𝐺(𝑥) = −∞, 与𝐺(𝑥)在(−∞,+∞)上非负矛盾；若𝑔(𝑥0) < 0,

则由上式可得 lim
𝑥→+∞

𝐺(𝑥) = −∞, 也与𝐺(𝑥)在(−∞,+∞)上非负矛盾. 因此𝑔(𝑥0) = 0. 由𝑥0的

任意性得𝑔(𝑥) ≡ 0. 于是𝐺(𝑥)恒为常数，结合𝐺(0) = 0得𝐺(𝑥) ≡ 0. 从而𝐹 (𝑥) ≡ 0, 进而

知𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) ≡ 0. �

七、(共10分，每问5分) 设𝐷 =
{︀
(𝑥, 𝑦)

⃒⃒
𝑥2 + 𝑦2 < 1

}︀
, 𝑓(𝑥, 𝑦)是𝐷上两次连续可微的有界正值

函数，且对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 都有

Δ ln 𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝑓 2(𝑥, 𝑦),

其中Δ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
是R2中的拉普拉斯算子. 令𝑔(𝑥, 𝑦) =

2

1− 𝑥2 − 𝑦2
.

(1) 证明：对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 都有

Δ [ln 𝑔(𝑥, 𝑦)− ln 𝑓(𝑥, 𝑦)] 6 𝑔2(𝑥, 𝑦)− 𝑓 2(𝑥, 𝑦).
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(2) 证明：对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 都有𝑓(𝑥, 𝑦) 6 𝑔(𝑥, 𝑦).

(1) 证 记𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2, 则ln 𝑔(𝑥, 𝑦) = ln
2

1− 𝑟2
. 由链式法则，有

𝜕

𝜕𝑥
[ln 𝑔(𝑥, 𝑦)] =

1− 𝑟2

2
·
(︂
− 2

(1− 𝑟2)2

)︂
· (−2𝑥) =

2𝑥

1− 𝑟2
,

𝜕

𝜕𝑦
[ln 𝑔(𝑥, 𝑦)] =

1− 𝑟2

2
·
(︂
− 2

(1− 𝑟2)2

)︂
· (−2𝑦) =

2𝑦

1− 𝑟2
,

进而得

𝜕2

𝜕𝑥2
[ln 𝑔(𝑥, 𝑦)] =

𝜕

𝜕𝑥

(︂
2𝑥

1− 𝑟2

)︂
=

2

1− 𝑟2
+

4𝑥2

(1− 𝑟2)2
,

𝜕2

𝜕𝑦2
[ln 𝑔(𝑥, 𝑦)] =

𝜕

𝜕𝑦

(︂
2𝑦

1− 𝑟2

)︂
=

2

1− 𝑟2
+

4𝑦2

(1− 𝑟2)2
,

因此，

Δ [ln 𝑔(𝑥, 𝑦)] =
4

1− 𝑟2
+

4𝑟2

(1− 𝑟2)2
=

4

(1− 𝑟2)2
= 𝑔2(𝑥, 𝑦).

结合Δ ln 𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝑓 2(𝑥, 𝑦), 就有

Δ [ln 𝑔(𝑥, 𝑦)− ln 𝑓(𝑥, 𝑦)] = Δ ln 𝑔(𝑥, 𝑦)−Δ ln 𝑓(𝑥, 𝑦) 6 𝑔2(𝑥, 𝑦)− 𝑓 2(𝑥, 𝑦).

(2) 证 记𝜙(𝑥, 𝑦) = ln 𝑔(𝑥, 𝑦) − ln 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 由𝑓(𝑥, 𝑦)在𝐷上有界得 lim
(𝑥,𝑦)∈𝐷

𝑥2+𝑦2→1

𝜙(𝑥, 𝑦) =

+∞. 又因为𝜙(𝑥, 𝑦)在𝐷上连续，所以不难证明𝜙(𝑥, 𝑦)在𝐷内取得最小值. 设𝜙(𝑥, 𝑦)在𝐷内的

一个最小值点是(𝑥0, 𝑦0)，则(𝑥0, 𝑦0)是𝜙(𝑥, 𝑦)的一个极小值点. 由极值的必要条件知黑塞矩

阵𝐻𝜙(𝑥0, 𝑦0) > 0, 从而由Δ𝜙(𝑥0, 𝑦0)是矩阵𝐻𝜙(𝑥0, 𝑦0)的迹可见Δ𝜙(𝑥0, 𝑦0) > 0. 再由(1)的结论

知

0 6 Δ𝜙(𝑥0, 𝑦0) 6 𝑔2(𝑥0, 𝑦0)− 𝑓 2(𝑥0, 𝑦0).

故𝑔(𝑥0, 𝑦0) > 𝑓(𝑥0, 𝑦0) > 0. 于是，对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 有

ln 𝑔(𝑥, 𝑦)− ln 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥, 𝑦) > 𝜙(𝑥0, 𝑦0) = ln 𝑔(𝑥0, 𝑦0)− ln 𝑓(𝑥0, 𝑦0) > 0.

因此，对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 都有𝑓(𝑥, 𝑦) 6 𝑔(𝑥, 𝑦). �
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