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一, 判断下列论断是否正确, 若正确, 给出简要证明, 否则举反例说明.

1. 若群 𝐺 所有的子群都是正规子群, 则 𝐺 为一个交换群.

2. 任取群 𝐺 有两个子群 𝐾 和 𝐿, 则 𝐾𝐿 = {𝑘𝑙 ∈ 𝐺 | 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑙 ∈ 𝐿} 是一个子群当且仅当
𝐾𝐿 = 𝐿𝐾.

3. 任取群 𝐺 和非空集合 𝑋, 都存在至少一个 𝐺 在 𝑋 上的群作用.

4. 阶为21 的群不是单群.

解. 1. 错误. 反例: 𝑄8 = {±1,±𝑖,±𝑗,±𝑘}.

2. 正确. 若 𝐾𝐿 为一个子群, 则对任意 𝑘 ∈ 𝐾 和 𝑙 ∈ 𝐿, 有 𝑘′, 𝑘′′ ∈ 𝐾 和 𝑙′, 𝑙′′ ∈ 𝐿, 满足 𝑘𝑙𝑘′𝑙′ = 𝑒
和 𝑘−1𝑙−1𝑘′′𝑙′′ = 𝑒. 因此有 𝑘𝑙 = 𝑙′−1𝑘′−1 和 𝑘′′𝑙′′ = 𝑙𝑘. 因此 𝐾𝐿 ⊂ 𝐿𝐾 且 𝐾𝐿 ⊃ 𝐿𝐾, 即
𝐾𝐿 = 𝐿𝐾.
反之, 设 𝐾𝐿 = 𝐿𝐾. 注意到 𝐾𝐿 非空. 任取 𝑘, 𝑘′ ∈ 𝐾 和 𝑙, 𝑙′ ∈ 𝐿, 考虑

𝑘𝑙(𝑘′𝑙′)−1 = 𝑘(𝑙𝑙′−1)𝑘′−1.

由于 𝐾𝐿 = 𝐿𝐾, 存在 𝑘′′ ∈ 𝐾 和 𝑙′′ ∈ 𝐿, 满足 (𝑙𝑙′−1)𝑘′−1 = 𝑘′′𝑙′′. 因此

𝑘𝑙(𝑘′𝑙′)−1 = (𝑘𝑘′′)𝑙′′ ∈ 𝐾𝐿.

所以 𝐾𝐿 为一个子群.

3. 正确. 映射
𝐺×𝑋 → 𝑋

(𝑎, 𝑥) ↦→ 𝑥

给出 𝐺 在 𝑋 上的平凡作用.

4. 正确. 设 𝐺 为一个 21 阶群. 考虑 21 的素数分解 3 × 7. 记 𝑛7 为 𝐺 的 Sylow 7-子群的个数. 利
用 Sylow 定理可知:

𝑛7 ≡ 1 mod 7, 𝑛7 | 3.

因此 𝑛7 = 1. 由此可知 𝐺 有一个 7 阶正规子群, 𝐺 不是单群.



二, 考虑群 SL(2,Z). (群运算为矩阵乘法)

1. 证明 SL(2,Z) 可以由 {︂[︂
1 1
0 1

]︂
,

[︂
1 0
1 1

]︂}︂
生成.

证明. 记
𝑈 =

[︂
1 1
0 1

]︂
𝑉 =

[︂
1 0
1 1

]︂
注意到任取向量 [𝑚,𝑛]𝑇 ∈ Z2, 对任意 𝑘 ∈ Z, 我们有

𝑈𝑘

[︂
𝑚
𝑛

]︂
=

[︂
𝑚+ 𝑘𝑛

𝑛

]︂
, 𝑉 𝑘

[︂
𝑚
𝑛

]︂
=

[︂
𝑚

𝑛+ 𝑘𝑚

]︂
.

记 𝑑 = gcd(𝑚,𝑛). 由辗转相除, 我们有

𝑚 = 𝑞1𝑛+ 𝑟1

𝑛 = 𝑞2𝑟1 + 𝑟2

· · ·
𝑟𝑘−2 = 𝑞𝑘𝑟𝑘−1 + 𝑟𝑘

其中 𝑟𝑘 = 0, 𝑟𝑘−1 = 𝑑 = gcd(𝑚,𝑛). 写为矩阵形式可得

𝑉 −1𝑈𝑈−𝑞𝑘 · · ·𝑉 −𝑞2𝑈−𝑞1

[︂
𝑚
𝑛

]︂
= 𝑉 −1𝑈

[︂
0
𝑑

]︂
=

[︂
𝑑
0

]︂
或者

𝑉 −𝑞𝑘 · · ·𝑉 −𝑞2𝑈−𝑞1

[︂
𝑚
𝑛

]︂
=

[︂
𝑑
0

]︂
若

𝐴 =
[︂
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

]︂
∈ SL(2,Z).

则有 gcd(𝑝, 𝑟) = gcd(𝑞, 𝑠) = 1. 因此存在 𝑚1, ...,𝑚𝑙, 𝑛1, ..., 𝑛𝑙 ∈ Z, 满足

𝐴′ = 𝑉 𝑛𝑙𝑈𝑚𝑙 · · ·𝑉 𝑛1𝑈𝑚1𝐴 =
[︂
1 𝑞′

0 𝑠′

]︂
由于 𝐴′ ∈ SL(2,Z), 我们有 𝑠′ = 1. 因此存在 𝑘′ ∈ Z, 满足 𝐴′ = 𝑈𝑘′ .
由此可知 𝐴 ∈ ⟨𝑈, 𝑉 ⟩. 由于 𝐴 为任意选取, 我们有

SL(2,Z) ⊂ ⟨𝑈, 𝑉 ⟩ ⊂ SL(2,Z).

结论成立.

2. 证明 SL(2,Z) 可以由 {︂[︂
0 1

−1 1

]︂
,

[︂
0 1

−1 0

]︂}︂
生成.



证明. 记
𝐶 =

[︂
0 1

−1 1

]︂
, 𝐷 =

[︂
0 1

−1 0

]︂
.

只需证明 𝑈, 𝑉 ∈ ⟨𝐶,𝐷⟩ 即可.
直接计算可得

𝐷𝐶 =
[︂

0 1
−1 0

]︂ [︂
0 1

−1 1

]︂
=

[︂
−1 1
0 −1

]︂
= −𝑈−1.

考虑

𝐶𝐷 =
[︂

0 1
−1 1

]︂ [︂
0 1

−1 0

]︂
=

[︂
−1 0
−1 −1

]︂
= −𝑉

注意到

𝐷2 =
[︂

0 1
−1 0

]︂2

=
[︂
−1 0
0 −1

]︂
,

我们有 𝐷3𝐶 = 𝑈−1 以及 𝐶𝐷3 = 𝑉 .
由此可知 𝑈, 𝑉 ∈ ⟨𝐶,𝐷⟩, 因此 SL(2,R) = ⟨𝐶,𝐷⟩.

3. 记 Z2 中的元素为整系数列向量. 任取向量 [𝑚,𝑛]𝑇 ∈ Z2 和矩阵 𝐴 ∈ SL(2,Z), 记 [𝑚′, 𝑛′]𝑇 =
𝐴[𝑚,𝑛]𝑇 . 证明 gcd(𝑚,𝑛) = gcd(𝑚′, 𝑛′).

证明. 记
Φ : SL(2,Z) × Z2 → Z2(︂[︂

𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

]︂
,

[︂
𝑚
𝑛

]︂)︂
↦→

[︂
𝑝𝑚+ 𝑞𝑛
𝑟𝑚+ 𝑠𝑛

]︂
考虑 [𝑚,𝑛]𝑇 ∈ Z2, 记 gcd(𝑚,𝑛) = 𝑑. 记

𝑈 =
[︂
1 1
0 1

]︂
, 𝑉 =

[︂
1 0
1 1

]︂
注意到

𝑈 [𝑚,𝑛]𝑇 = [𝑚+ 𝑛, 𝑛]𝑇 ,
𝑈−1[𝑚,𝑛]𝑇 = [𝑚− 𝑛, 𝑛]𝑇 ,
𝑉 [𝑚,𝑛]𝑇 = [𝑚,𝑛+𝑚]𝑇 ,

𝑉 −1[𝑚,𝑛]𝑇 = [𝑚,𝑛−𝑚]𝑇 .
我们有 gcd(𝑚+ 𝑛, 𝑛) = gcd(𝑚− 𝑛, 𝑛) = gcd(𝑚,𝑛+𝑚) = gcd(𝑚,𝑛−𝑚) = gcd(𝑚,𝑛). 因此结
论对 𝑈,𝑈−1, 𝑉, 𝑉 −1 成立. 由于注意到 SL(2,Z) 由{︂[︂

1 1
0 1

]︂
,

[︂
1 0
1 1

]︂}︂
生成. 因此任取 𝐴 ∈ SL(2,Z), 存在 𝑘1, ..., 𝑘𝑠, 𝑙1, ..., 𝑙𝑠 ∈ Z, 满足

𝐴 = 𝑈𝑘1𝑉 𝑙1 · · ·𝑈𝑘𝑠𝑉 𝑙𝑠 .

由归纳法可知 gcd(𝑚′, 𝑛′) = gcd(𝑚,𝑛).

4. 该群作用是可递的么? 为什么?

解. 不是可递的. 任取非零向量 [𝑚,𝑛]𝑇 ∈ Z2, 以及 𝑑 ∈ Z ∖ {0,±1}, 有 gcd(𝑚,𝑛) ̸= gcd(𝑑𝑚, 𝑑𝑛).
因此不存在 𝐴 ∈ SL(2,Z) 将 [𝑚,𝑛]𝑇 送到 [𝑑𝑚, 𝑑𝑛]𝑇 .



三, 任取两个群 𝐺 和 𝐻, 考虑二者的笛卡尔积 𝐺×𝐻. 映射

(𝐺×𝐻) × (𝐺×𝐻) → 𝐺×𝐻

((𝑔, ℎ), (𝑔′, ℎ′)) ↦→ (𝑔𝑔′, ℎℎ′)

给出 𝐺×𝐻 上一个群结构. 我们称 𝐺×𝐻 为 𝐺 和 𝐻 的直积.
我们考虑群 Z3 × Z3 和群 Z9.
(任取 𝑛 ∈ Z, 记 𝑛 模 𝑘 同余类为 𝑛𝑘.)

1. 分别给出两个群所有的子群. 比较两个群子群的信息证明 Z3 × Z3 和 Z9 不同构.

解. 群 Z3 × Z3 的子群有

{(03, 03)}, ⟨(13, 03)⟩, ⟨(03, 13)⟩, ⟨(13, 13)⟩, ⟨(13, 23)⟩,Z3 × Z3.

群 Z9 的子群有
{09}, ⟨39⟩,Z9.

注意到二者子群数目不同, 因此不同构.
二者的 3 阶子群数目不同, 也可以说明不同构.

2. 设 𝐺 为一个 9 阶群.
a) 证明 𝐺 是一个交换群.

证明. 注意到 |𝐺| = 9 = 32.
考虑 𝐺 在 𝐺 上的伴随作用可知, |𝑍(𝐺)| = 3 或 9. 若为 9, 则结论成立. 若为 3, 则考虑商
群 𝐺/𝑍(𝐺). 注意到 𝑍(𝐺) 和 𝐺/𝑍(𝐺) 都为循环群. 因此存在 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 满足

𝑍(𝐺) = ⟨𝑎⟩, 𝐺/𝑍(𝐺) = ⟨𝑏𝑍(𝐺)⟩.

因此 𝐺 = {𝑏𝑖𝑎𝑗 | 𝑖, 𝑗 ∈ Z}. 任取 𝑖1, 𝑖2, 𝑗1, 𝑗2 ∈ Z, 由中心的定义我们有

𝑏𝑖1𝑎𝑗1𝑏𝑖2𝑎𝑗2 = 𝑏𝑖1𝑏𝑖2𝑎𝑗1𝑎𝑗2 = 𝑏𝑖
2𝑏

𝑖1𝑎𝑗2𝑎𝑗1 = 𝑏𝑖2𝑎𝑗2𝑏𝑖1𝑎𝑗1 .

因此 𝐺 交换, 即 |𝑍(𝐺)| = 9. 所以不存在 𝑍(𝐺) = 3 的情形. 综上所述 𝐺 交换.

b) 证明 𝐺 或者同构于 Z3 × Z3 或者同构于 Z9.

证明. 设 𝐺 为一个交换群. 考虑 𝐺 中是否有 9 阶元素. 若有, 则 𝐺 有一个 9 阶循环子群.
由于 𝐺 为一个 9 阶群, 因此 𝐺 就是该循环子群, 有 𝐺 ∼= Z9.
若 𝐺 没有 9 阶元素, 则元素的阶只能是 1 或者 3. 设 𝑎 为一个 3 阶元, 则存在 𝑏 ∈ 𝐺 ∖ ⟨𝑎⟩,
也为 3 阶元. 考虑 𝑎 和 𝑏 生成的子群 ⟨𝑎, 𝑏⟩. 直接验证可知

𝑓 : ⟨𝑎, 𝑏⟩ → Z3 × Z3

𝑎𝑖𝑏𝑗 ↦→ (𝑖3, 𝑗3)

是一个群同构. 注意到该子群中有 9 个元素, 因此等于 𝐺.

3. 给出所有 Z9 到 Z3 × Z3 的群同态.



解. 注意到 Z9 是一个循环群. 取生成元 19. 由于 𝑜(19) = 9, 因此任取 𝑓 ∈ Hom(Z9,Z3 × Z3),
都有 𝑜(𝑓(19)) | 9, 即 𝑜(𝑓(19)) ∈ {1, 3, 9}. 反之, 任取 𝑎 ∈ Z3 × Z3, 满足 𝑜(𝑎) ∈ {1, 3, 9}, 都有唯
一的一个从 Z9 到 Z3 × Z3 的群同态.
因此

Hom(Z9,Z3 × Z3) = {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4, 𝑓5, 𝑓6, 𝑓7, 𝑓8, 𝑓9}

分别将 19 送到 (03, 03), (13, 03), (23, 03), (03, 13),(03, 23), (13, 13),(13, 23), (23, 13),(23, 23).



四, 记 𝐺 为一个群. 对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 记二者的换位子为

[𝑎, 𝑏] := 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1.

我们称 𝐺 所有换位子生成的群为 𝐺 的换位子群, 并记作

[𝐺,𝐺] := ⟨{[𝑎, 𝑏] ∈ 𝐺 | 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺}⟩.

1. 证明 [𝐺,𝐺] 为 𝐺 的一个正规子群

证明. 只需证明对任意 𝑐 ∈ 𝐺, 都有

𝑐[𝐺,𝐺]𝑐−1 ⊂ [𝐺,𝐺],

即可.
对任意 𝑔 ∈ [𝐺,𝐺], 存在 𝑎1, ..., 𝑎𝑘, 𝑏1, ..., 𝑏𝑘 ∈ 𝐺, 满足

𝑔 = [𝑎1, 𝑏1] · · · [𝑎𝑘, 𝑏𝑘].

任取 𝑐 ∈ 𝐺, 我们有

𝑐𝑔𝑐−1 = 𝑐[𝑎1, 𝑏1] · · · [𝑎𝑘, 𝑏𝑘]𝑐−1 = 𝑐[𝑎1, 𝑏1]𝑐−1 · · · 𝑐[𝑎𝑘, 𝑏𝑘]𝑐−1.

因此 𝑐[𝐺,𝐺]𝑐−1 由
Ω = {𝑐[𝑎, 𝑏]𝑐−1 | 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺},

生成.
下证 Ω ⊂ [𝐺,𝐺]. 对任意 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺, 我们有

𝑐[𝑎, 𝑏]𝑐−1 = 𝑐(𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1)𝑐−1 = (𝑐𝑎𝑐−1)(𝑐𝑏𝑐−1)(𝑐𝑎−1𝑐−1)(𝑐𝑏−1𝑐−1) = [𝑐𝑎𝑐−1, 𝑐𝑏𝑐−1] ∈ [𝐺,𝐺].

因此 Ω ⊂ [𝐺,𝐺], 进而有 𝑐[𝐺,𝐺]𝑐−1 = ⟨Ω⟩ ⊂ [𝐺,𝐺].
因此有

[𝐺,𝐺] ◁𝐺.

2. 证明商群 𝐺/[𝐺,𝐺] 交换.

证明. 考虑商群 𝐺/[𝐺,𝐺]. 任取 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 有

𝑎[𝐺,𝐺]𝑏[𝐺,𝐺] = 𝑎𝑏[𝐺,𝐺] = 𝑏𝑎(𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏)[𝐺,𝐺] = 𝑏𝑎[𝐺,𝐺] = 𝑏[𝐺,𝐺]𝑎[𝐺,𝐺].

因此 𝐺/[𝐺,𝐺] 交换.

3. 记 𝜋 : 𝐺 → 𝐺/[𝐺,𝐺] 为自然同态. 任取交换群 𝐻 和群同态 𝜙 : 𝐺 → 𝐻, 证明存在唯一的一个
同态

𝜙 : 𝐺/[𝐺,𝐺] → 𝐻

满足 𝜙 = 𝜙 ∘ 𝜋.



证明. 任取 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 注意到

𝜙([𝑎, 𝑏]) = 𝜙(𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1) = [𝜙(𝑎), 𝜙(𝑏)] = 𝑒𝐻 ∈ 𝐻,

因此任取 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑎[𝐺,𝐺], 都有
𝜙(𝑏) = 𝜙(𝑐).

因此我们有以下映射
𝜙 : 𝐺/[𝐺,𝐺] → 𝐻

𝑎[𝐺,𝐺] ↦→ 𝜙(𝑎)

任取 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 我们有

𝜙(𝑎𝑏[𝐺,𝐺]) = 𝜙(𝑎𝑏) = 𝜙(𝑎)𝜙(𝑏) = 𝜙(𝑎[𝐺,𝐺])𝜙(𝑏[𝐺,𝐺]).

因此 𝜙 是一个群同态, 且对任意 𝑎 ∈ 𝐺, 满足 𝜙(𝑎) = (𝜙 ∘ 𝜋)(𝑎).
下证唯一性. 设群同态 𝜓 : 𝐺/[𝐺,𝐺] → 𝐻 也满足 𝜙 = 𝜓 ∘ 𝜋, 注意到任取 𝑎[𝐺,𝐺] ∈ 𝐺/[𝐺,𝐺], 我
们都有

𝜓(𝑎[𝐺,𝐺]) = 𝜙(𝑎) = 𝜙(𝑎[𝐺,𝐺]),

因此 𝜓 = 𝜙, 该同态唯一.



五,

1. 给出 𝑆5 上一个 Sylow 5-子群的例子, 并求 𝑆5 中 Sylow 5-子群的个数.

解. 注意到 |𝑆5| = 120 = 23 × 3 × 5. 因此 𝑆5 的 Sylow 5-子群是一个 5 阶循环群.
例子 ⟨(12345)⟩.
记 𝑛5 为 Sylow 5-子群的个数, 我们有 𝑛5 | 24 且 𝑛5 ≡ 1 mod 5. 因此 𝑛5 = 5𝑘 + 1 | 24. 所有 𝑘
的可能取值为 0, 1. 注意到 ⟨(13245)⟩ ≠ ⟨(12345)⟩, 因此 𝑘 = 1, 即有 6 个 Sylow 5-子群.

2. 记 𝑃 为 𝑆5 的一个 Sylow 5-子群. 证明 𝑃 的正规化子

𝑁 := {𝜎 ∈ 𝑆5 | 𝜎𝑃𝜎−1 = 𝑃}

满足 |𝑁 | = 20.

证明一. 考虑
𝑃 = ⟨(12345)⟩ = {𝑒, (12345), (13524), (14253), (15432)}.

注意到这是一个循环群, 因此 (12345) 的像决定 𝑃 到共轭子群 𝜎𝑃𝜎−1 的同构.
令任取 𝜎 满足 𝑃 = 𝜎𝑃𝜎−1, 注意到 𝜎(12345)𝜎−1 = (𝜎(1)𝜎(2)𝜎(3)𝜎(4)𝜎(5)) 为 𝑃 的生成元, 因
此有 4 个可能的取值. 每个取值有 5 种写法:

(𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝑖5) = (𝑖2𝑖3𝑖4𝑖5𝑖1) = (𝑖3𝑖4𝑖5𝑖1𝑖2) = (𝑖4𝑖5𝑖1𝑖2𝑖3) = (𝑖5𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4).

因此 |𝑁 | = 4 × 5 = 20.

证明二. 考虑 𝑁 在 𝑃 上的伴随作用. 注意到任取 5 轮换 (𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝑖5) ∈ 𝑃 , 记 𝜎 ∈ 𝑆5, 满足

𝜎(1) = 𝑖1, 𝜎(2) = 𝑖2, 𝜎(3) = 𝑖3, 𝜎(4) = 𝑖4, 𝜎(5) = 𝑖5

都有 𝜎(12345)𝜎−1 = (𝜎(1)𝜎(2)𝜎(3)𝜎(4)𝜎(5)) = (𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝑖5). 因此 𝑁 在 𝑃 上的作用有两个轨道

{𝑒}, {(12345), (13524), (14253), (15432)}.

利用轨道稳定化子之间的关系, 我们有

|4| = [𝑁 : Stab(12345)].

任取 𝜎 ∈ Stab(12345),有 𝜎 与 (12345)交换,因此 Stab(12345)为 (12345)的中心化子 𝑍(12345).
由于 𝜎(12345)𝜎−1 = (𝜎(1)𝜎(2)𝜎(3)𝜎(4)𝜎(5)) ∈ 𝑃 , 因此 𝜎 ∈ 𝑃 . 反之 𝑃 为交换群, 因此 𝑃 在
(12345) 的中心化子中, 综上所述我们有 𝑃 = 𝑍(12345).
我们有

4 = |𝑁 |
𝑍(12345) = |𝑁 |

|𝑃 |
.

因此 |𝑁 | = 4 × 5 = 20.



证明三. 记所有 𝑆5 的 5 阶子群 (Sylow 5-子群) 的集合为

Ω = {𝑃 = 𝑃1, 𝑃2, ..., 𝑃6},

并考虑 𝑆5 在 Ω 上的共轭作用. 注意到 𝑁 = Stab(𝑃1).
由 Sylow 第二定理知道该作用可递, 因此只有一个轨道. 由轨道稳定化子之间的关系可知

|Ω| = [𝑆5 : Stab(𝑃1)] = [𝑆5 : 𝑁 ].

因此

|𝑁 | = |𝑆5|
|Ω|

= 120
6 = 20.

3. 考虑 𝑆5 在 𝑋 = 𝑆5/𝑁 上的左平移作用

Φ : 𝑆5 ×𝑋 → 𝑋

(𝜎, 𝜏𝑁) ↦→ 𝜎(𝜏𝑁) := (𝜎𝜏)𝑁.

证明该作用是可递的.

证明. 任取 𝜎𝑁 ∈ 𝑆5/𝑁 , 我们有 𝜎(𝑁) = 𝜎𝑁 , 因此 𝑆5/𝑁 为 𝑁 的轨道, 作用可递.

4. 对任意 𝜎 ∈ 𝑆5, 记
Φ𝜎 : 𝑋 → 𝑋

𝜏𝑁 ↦→ Φ(𝜎, 𝜏𝑁)

证明
𝜙 : 𝑆5 → 𝑆𝑋

𝜎 ↦→ Φ𝜎

为一个单同态.

证明. 映射 𝜙 为作用 Φ 诱导的群同态. 下证 𝜙 为单射, 即 ker𝜙 = {𝑒}. 注意到

ker𝜙◁ 𝑆5 且 ker𝜙◁ Stab(𝑁).

利用轨道稳定化子的关系可知
|𝑆5/𝑁 | = [𝑆5 : Stab(𝑁)].

因此

| ker𝜙|
⃒⃒⃒⃒
|Stab(𝑁)| = |𝑆5|

|𝑆5/𝑁 |
= 120

6 = 20.

也可以直接证明 Stab(𝑁) = 𝑁 . 任取 𝜎 ∈ 𝑆5, 则有 𝜎𝑁 = 𝑁 当且仅当 𝜎 ∈ 𝑁 . 因此有
Stab(𝑁) = 𝑁 .
由于 𝑆5 的正规子群的阶为 1, 60 和 120. 因此 | ker𝜙| = 1, 即 𝜙 为单射.


