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1. 设 L 是空间 Ω 之子集组成的非空类，P 是非空类上的实值函数，证明：可列

可加性与有限可加性和下连续性等价.

◀ ⇒若不相交的事件列 {Ak}，有 P
(

∞∪
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P(Ak)，则令 An+1 = An+2 =

· · · = ∅，即可证明有限可加性.

且对于单调递增列 {Bn}，，令 B0 = ∅，有

P
(

∞∪
k=1

Bk

)
= P

(
∞∪
k=1

Bk\Bk−1

)

=
∞∑
k=1

P(Bk\Bk−1)

=
n∑

k=1

P(Bk\Bk−1)

= lim
n→∞

n∑
k=1

P(Bk)− P(Bk−1)

= P(Bn).

证明了下连续性.

⇐对不相交的事件列 {Ak}，令Bk =
k∪

i=1

Ai，根据有限可加和下连续性，有 P(Bn) =

n∑
k=1

P(Ak)，当 n → ∞，有

∞∑
k=1

P(Ak) = lim
n→∞

n∑
k=1

P(Ak) = P

(
∞∪
k=1

Bk

)
= P

(
∞∪
k=1

Ak

)
,

即证明了可数可加性. ▶



2. 已知随机变量 ξ的分布 F 连续，证明：F (ξ)为随机变量且服从均匀分布 U(0, 1).

◀ 因为 {F (ξ) ≤ y0} = {ξ ≤ F−1(y0)}，其中 F−1 是 F 广义逆，从而容易证明其

为随机变量.

根据分布函数的性质，显然 0 ≤ F (ξ) ≤ 1，且

P(F (ξ) ≤ y0) = P(ξ ≤ F−1(y0)) = FF−1(y0) = y0,

从而 F (ξ) ∼ U(0, 1). ▶

3. 设 X1, X2, X3 之间的相关系数分别为 ρ12, ρ13, ρ23，且有 E(Xi) = 0,Var(Xi) =

σ2 ̸= 0, i = 1, 2, 3. 已知 Y1 = X1+X2，Y2 = X2+X3，Y3 = X1+X3，求证：Yi, i = 1, 2, 3

之间两两不相关当且仅当 ρ12 + ρ13 + ρ23 = −1.

◀ Yi, i = 1, 2, 3 之间两两不相关

⇔ Cov(Yi, Yj) = σ2(ρ12 + ρ13 + ρ23 + 1) = 0,

⇔ ρ12 + ρ13 + ρ23 = −1. ▶

4. 证明：E

(
1

n

n∑
i=1

Xi − EXi

)2

1 +

(
1

n

n∑
i=1

Xi − EXi

)2 → 0 当且仅当 Xi 服从大数定律.

◀ 令 Yn =
1

n

n∑
i=1

Xi − EXi，因此我们只证明

Yn
p−→ 0 ⇔ E

[
Y 2
n

1 + Y 2
n

]
→ 0.

⇒ 根据定义，对任意 ε > 0，有 lim
n→∞

P (Xn > ε) = 0，从而

E

[
Y 2
n

1 + Y 2
n

]
= E

[
Y 2
n

1 + Y 2
n

1|Yn|≤ε

]
+ E

[
Y 2
n

1 + Y 2
n

1|Yn|>ε

]
≤ ε2

1 + ε2
+ E[1|Yn|>ε]

→ 0.



这是因为 f(x) =
x2

1 + x2
是单调递增函数，且有上界 1.

⇐ 根据单调性，显然当 Yn > ε 时，有

Y 2
n

1 + Y 2
n

>
ε2

1 + ε2
,

且

E

[
Y 2
n

1 + Y 2
n

]
≥ ε2

1 + ε2
P (|Yn| > ε).

从而

P (|Yn| > ε) ≤ 1 + ε2

ε2
E

[
Y 2
n

1 + Y 2
n

]
→ 0.

证明了依概率收敛性. ▶

5. 已知 Xn
w−→ X，Yn

p−→ 0，求证：XnYn
p−→ 0.

◀ 即 Slutsky 定理的一种形式，教材给了证明过程，这里不过多赘述. ▶


