
组合论期末复习试卷 1 答案

一 、填空题（每小题 3 分，共 15 分）

1．将一个 5 元集做 3 分划的方法数等于 B ．

(A) 将 5 个不同的球放入 3 个不同的盒子，允许有空盒的方案数；

(B) 将 5 个不同的球放入 3 个相同的盒子，不允许有空盒的方案数；

(C) 将 3 个不同的球放入 5 个不同的盒子，不允许有空盒的方案数；

(D) 将 5 个不同的球放入 3 个相同的盒子，允许有空盒的方案数．

2．设 n为正整数，则
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则对于任意 ns  ，有 nb B ．
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4．在下面序列中，以
xe 为普通型生成函数的是 A ，以

xe 为指数型生成函数的是 D ．
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5．用 1,2,3,4,5 这五个数字能组成每位上的数字互不相同的 4 位偶数的个数为 ( C )．
(A) 12； (B) 24； (C) 48； (D) 96．

二 、证明题（第 1 小题 8 分，其他每小题 10 分，共 38 分）

1（8 分）．证明：正整数 n的有序 k分拆的个数为
1
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证明：正整数 n分成 k个分部量的一个有序分拆 1 2 kn n n n    等价于

方程 1 2 kx x x n    的正整数解  1 2, , , kn n n ．

即等价于方程 1 2 ky y y n k     的非负整数解，其中 1 ( 1,2, , )i iy x i k    ．

也等价于集合  1 2, , , kM a a a      中  (1 )ia i k  至少出现一次的 n组合数．



因此，所求的分拆个数为
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或：正整数 n的有序 k分拆的个数为在 1n  空隙中插入 1k  个竖线的方法数。

2（10 分）．试用组合学推理证明下列恒等式：
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证明：多重集合  1 1 2 2, , , k kS n a n a n a    的排列数为
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对 S的每一个排列，第一个位置的元素或者是 1a ，或者是 2 ,  a  ，或者是 ka ．

且当第一个位置的元素是  ( 1, 2 , , )ia i k  时，余下的 1n  个位置上的排列是集合

  1 1 1 1 1 1, , , 1 , , ,i i i i i i k kS n a n a n a n a n a           的排列全体，其排列数为，
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．因此，由加法原则可得，
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3（10 分）．利用容斥原理证明：对任意的正整数 n，集合 {1,2, , }S n  的全部错排个数 nD 满足下列等式：
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证明：设  ( 1, 2, , )iP i n  表示排列保持元素 i不变，则由 n个元素排列的总数为 !n 可知， !N n ．

且  iN P 是保持元素 i不变的排列数，因而除元素 i外，其余 1n  个元素可以任意排放，

所以，   ( 1)!iN P n  ．又  i jN PP 是保持元素 i和 j不变的排列数，

因而其余 2n  个元素可以任意排放，所以，   ( 2)!i jN PP n  ．

同理可得，  1 2
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 ．因此，由容斥原理可得
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4（10 分）．设 1 2, , , nx x x 是   ( 2)n n  个正整数，

证明：必有整数 k和   (0 )l k l n   ，使得 1 2k k lx x x    是 n的倍数．

证明：令  1 2, , , nA S S S  ，其中 1 2   (1 )i iS x x x i n      ．

又令  |         ( 0,1,2, , 1)iA x x A x n i i n   且 除以 所得余数为 ，则有
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若 0A ，则对某 0lS A ，有 | ln S ，即存在 1 2l lS x x x    为n的倍数．

此时，取 0k  ，则 1 2k k lx x x    是 n的倍数．若 0A ，则
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但 | |A n ，因此由鸽巢原理可知，至少有一个类 jA ，使得 iA中至少含有两个整数 , (1 )k lS S k l n   ．

因此，必有  | l kn S S ，即 1 2k k la a a    为 n的倍数．

三 、回答题（第 1 小题 7 分，其他每小题 10 分，共 47 分）

1（7 分）．已知 ( )f n 是 n的三次多项式，且 (0) 1,  (1) 1,  (2) 3,  (3) 19f f f f    .用差分法确定 ( )f n ，
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解：对序列 0{ ( )}nf n  ，有
0 2 3(0) (0) 1, (0) 0, (0) 2, (0) 12f f f f f         .

且由 ( )f n 为 n的三次多项式可知，当 4k  时， ( ) 0 ( 0,1,2, )k f n n    ， 于是，
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2（10 分）．设 ( , )R n m 为把 n件相异物分给m个人，使得没有人恰分得一件物件的不同方法数，

求 ( , )R n m 的计数公式

解：设
0

( ) ( , )
!

n

e
n

xG x R n m
n





 ，则有  
2 3

( )

0
( ) 1 e ( 1) e

2! 3!

m mmx k k m k x
e

k

mx xG x x x
k





   
          

  


即，
0 0

( ) ( 1) ( )
!

k jm
k j

e
k j

m xG x m k
k j
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故，
0 0

( ) ! ( )( , ) ( 1) ! ( 1)
( )! ( )!

n k n km m
k k

k k

m mm k n m kR n m n
k kn k n k

 

 

    
          
  ．

或：  (0 )k k m  个人各获得 1 件物品的方法数为 !( )n kn
k m k
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再利用容斥原理可得 ( , )R n m 的计数公式．

3（10 分）．求数列 3nf 的普通型生成函数 3 ( )nG x ．其中， nf 为 Fibonacci 数列．

解：由 Fibonacci 数列的性质，可知
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由此可得，
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4（10 分）．等式
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  是否成立？若成立，给出其证明．

解：成立. 事实上，由
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用 1x y  替换变量可得
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5（10 分）．用红和黄两种颜色为1 n 棋盘的每一个方格进行着色．令 nh 是使得没有两个被涂成红色的方格

相邻的着色方法数,求 nh 所满足的递推关系，并求 nh 的显式公式．

解：若第一格涂红色，则由题意，第二格涂黄色，余下 2n  个格的涂色方式数为 2nh  ；

若第一格涂黄色，则由题意，余下 1n  个格的涂色方式数为 1nh  ．因此，由加法原则可得， 1 2n n nh h h   ．

又当 1n  时， 1 2h  ；当 2n  时， 2 3h  ．因此，可定义 0 1h  ．于是，所求递推关系为
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