
组合论期末复习试卷 2

一 、填空题（每小题 3 分，共 15 分）

1．从 5元集合中可重复的取 3元子集的取法数为 ( B )．
(A) 25； (B) 35； (C) 45； (D) 55．

2．把 � 个相同的球放入 � 个相同的盒子里，且每个盒中至少放 1 个球的方

案数等于 ( D )．
(A) � 元集的 �-组合数； (B) � 元集的 �-划分的个数；

(C) � 的有序 � 分拆的个数； (D) � 的 � 分拆的个数．

3．设 �, � 为正整数且 � ≥ �，则有
�
�

= ( C )．

(A) �−2
�−1

+ �−1
�

； (B) �−2
�

+ �−1
�

； (C) �−1
�−1

+ �−1
�

； (D)

�
�−1

+ �
�−2

．

4．设 � � = 2�，则 ∆50� 0 = ( A )．

(A) 1； (B) 2； (C) 4； (D) 8．

5. 设 �� 为 � 元集合的所有子集的个数，则其生成函数为 ( D )．

(A) 1
1+�

； (B) 1
1−�

； (C) 1
1+2�

； (D) 1
1−2�

．

二 、证明题（第 1 小题 8 分，其他每小题 10 分，共 38 分）

1（8分）．使用组合学推理证明第二类 Stirling数 S �, � 满足递推关系：

� � + 1, � = � �, � − 1 + �� �, � , 1 ≤ � ≤ � .

证明：令 S � + 1, � 是集合 },,,,{ 121  nn aaaaA  的 k划分的个数，则这些 k划分

可以分成两类：

第 1 类： }{ 1na 是 A的 k划分中单独的一块，则只需对集合 }{ 1 naA 进行 1k

划分，在并上 }{ 1na 这一块，就构成了 A的 k划分。因此，这类划分共有� �, � − 1

个。

第 2 类： }{ 1na 不是 A的 k划分中单独的一块，此时，先构造 }{ 1 naA 的 k划

分，共有� �, � 种方法，然后将 1na 插入到该 k划分的 k个块中的某一块，故共

有�� �, � 种方法。

因此，由加法原则可知，递推关系成立。



2（10分）．使用组合学推理证明恒等式：� �
�

= � �−1
�−1

．

证明:考虑 n个人，用如下两种方式从中挑选 k个人:

(1)先选一人为队长，然后再选其余 1k 个人，由乘法原则可知，

其方法数为� �−1
�−1

。

(2)先从 n个人种选 k个人，在从这 k个人中选一人为队长，其方法数为� �
�
。

而（1）与（2）描述同一件事，故恒等式成立。

3（10分）．设 � �, � 表示由 � 元集合 � 到 � 元集合 � 的满射的个数，

利用二项式反演公式证明：� �, � = �=1
� −1 �−� �

�
��� .

证明:设 � 是任一取定的正整数,则对任一正整数�, �元集�到�元集�的映射

共有 nm .其中，使得 �(�)是�的�(1 ≤ � ≤ �)元子集的满射有
�
�

� �, � 个.

于是，由加法原则可得 
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),( 。所以，由二项式反演公式，取 n
m ma  ，

),( kngbm  可得� �, � = �=1
� −1 �−� �

�
��� .

4（10分）．现从边长为 2的正方形范围中任选 5个点，证明：必存在 2个点，

其距离不超过 2．

证明:将此正方形分割成4个边长为1的小正方形.当有2个点位于其中一个

小正方形时，这两个点之间的距离不会超过小正方形对角线的长 2.而由鸽巢原

理可知，5个点中必至少有 2个点位于一个小正方形中.

三、解答题（第 1 小题 7 分，其他每小题 10 分，共 47 分）

1（7分）．将 � 个正号和 � 个负号排成一条直线，求不存在两个负号相邻的

排法数.

解法一:对于这些符号的排列， q个负号将排列分隔成 1q 段。

设第一个负号的左侧有 1x 个正号，第一个负号与第二个负号之间有 2x 个正



号，……，最后一个负号右侧有 1qx 个正号。

由于没有两个负号相邻，故方程

pxxx q  121  ，其中 ),,3,2(1,0, 11 qixxx iq 

的整数解的个数就是问题的解，作变量替换

1111 ),,,3,2(1,   qqii xyqixyxy 

则方程变成

)1(121   qpyyy q ，其中， )1,,2,1(0  qiyi 

其解的个数为
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解法二：

当� < � − 1 必有负号相邻，此时排列数为 0

否则,� 个正号生成� + 1 个位置，从中选取� 个位置放入负号，共 






 
n

m 1
种

排法。

2（10分）．求 � = 1,2, …, 9 的至少有一个奇数在它的自然位置上的排列数.
解：设

}1{ 11 排列中  iSA , }3{ 32 排列中  iSA , }5{ 53 排列中  iSA ,

}7{ 74 排列中  iSA , }9{ 95 排列中  iSA ,则问题变成求 54321 AAAAA  。

而 1A = 2A = 3A = 4A = 5A =8！，

21 AA  =……= 54 AA  =7！(共 10个)，

321 AAA  =……= 543 AAA  =6！(共 10个)，

4321 AAAA  =……= 5432 AAAA  =5！(共 5个)，

54321 AAAAA  =4！。

因此 54321 AAAAA  = !4!55!610!710!85  .

3（10 分）．求解常系数线性齐次递推关系：ℎ� = ℎ�−1 + 9ℎ�−2 − 9ℎ�−3, ℎ0 =

0, ℎ1 = 1, ℎ2 = 2.



解：特征方程 09923  xxx 的根为 1,3,-1,故一般解为 nnn
n ccch )3(31 321  。

由初始条件

得
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4（10分）．设序列 ℎ� �≥0 由 ℎ� = 2�2 − � + 3 定义，计算其差分表，并求

�=0
� ℎ�� .

解：差分表为
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5（10分）．设 � � 表示满足如下条件的格路径的个数：

1) 从 (0,0) 出发走 � 步； 2) 每步只能向右、左或上移动一个整数格点； 3)

自身不相交。

给出 � � 满足的递推关系，并求 � � 的显式公式.

解：令 NWE ,, 分别表示向右、左或上移动一个整数格点，则走 � 步的格路径可

以表示为词 nAAA 21 （其中 NWEAi ,, ），为满足条件 3）词不能出现 EW 和WE，

则长度为� 且以 N 、EE、WW、NE结尾的词均有� � − 1 个，长度为� 且以NW
结尾的词均有� � − 2 个.对于任意长度大于 2的词，其结尾必为 N 、EE、WW、

NE、 NW 。因此，有

3)1(,1)0(),2()1(2)(  ffnfnfnf

从而有
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xxnf ，又 ))21(1)()21(1(21 2 xxxx  。故有



nn banf )21()21()(  ，取� = 0,1 解得 )21(
2
1

a ， )21(
2
1

b 。

因此，

))21()21((
2
1)( 11   nn bnf


